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第一讲  函数 极限 连续 

重点题型一  求函数的极限 

方法 1. 利用有理运算（加一个减一个，乘一个除一个（特别是有理化））求极限 

方法 2. 无穷小量的等价代换以及性质 

1.常用等价无穷小    当 0→x 时, 

xxxxx arctan~arcsin~tan~sin~ ;1~)1ln(~ −+ xex  

2

2

1
~cos1   ,~1)1( xxxx −−+ 

 

sin

tan

arcsin

arctan

x x

x x

x x

x x

−

−

−

−

                        （不用记，但是要熟练推出结果） 

2．等价无穷小代换一般只用在因式，加减的地方不一定能用. 

3. 无穷小量与有界函数的积仍为无穷小（特别用在出现sin ,cos ） 

方法 3.  洛必达法则（注意正确、合理使用）   方法 4.  两个重要极限 

方法 5  泰勒公式    方法 6  导数的定义    方法 7  极限存在的两个准则 

方法 8  定积分的定义   方法 9  利用收敛级数 

（方法 7-9  一般用在数列的极限） 

例 1  求极限 
 

2
0

(1 cos ) ln(1 tan )
lim

(tan sin )xx

x x x

xe x x→

− − +

−
. 
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例 2  求极限

2 3

3

30

3

1
2 6

lim
( 1 arcsin 1)

x

x

x x
e x

x x→

− + + +

+ −
 

 

 

 

 

例 3 求极限
4

1

0
lim(cos 2 2 sin ) .x

x
x x x

→
+  

 

 

 

 

例 4 已知
2

30

ln(1 )
lim 1

x

x

e x ax bx

kx→

+ − −
=  ，求 , ,a b k . 

 

 

 

 

 

 

重点题型二  求数列的极限 

方法 1  转化成函数的极限 

方法 2  利用夹逼准则求极限 

例 5 求极限 ,lim 21
n n

m

nn

n
aaa +++

→
 其中 ),,2,1(0 miai = .   
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解  令  aai
mi

=
1

max ，则 

ammaaaaaa nn nn n

m

nnn n =+++= 21  

1lim =
→

n

n
m  

则  原式= i
mi

aa


=
1
max  

注：本题的结论是一个常用结论. 

方法 3  利用单调有界准则求极限（先证明极限存在,再求出极限） 

例 6 设
1 10, ln(1 ) ( 1,2, )n nx x x n+ = + = ，证明：数列 }{ nx 极限存在并求此极限.   

 

 

 

 

方法 4  利用定积分的定义求极限 

例 7  求
2 2 2 2 2

1 2
arctan arctan arctan

lim
1 2n

n

n n nn
n n n n→

 
 

+ + + 
+ + + 

 

… . 

 

 

 

例 8  求 ;
1

sin

2

1

2
sin

1

sin

lim



















+

++

+

+
+→

n
n

n

n

n

n

n

n
n



  

 

 

 

方法 5  利用收敛级数求极限（数学一、数学三） 关
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重点题型三  讨论连续性及间断点类型 

例 9  求函数
2

1
( ) lim

1 nn

x
f x

x→

+
=

+
的间断点并指出其类型. 

 

 

 

 

 

 

例 10 求函数
1

( )
( 1) ln

x
x

f x
x x x

−
=

+
的间断点并指出其类型. 
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第二讲  导数与微分 

重点题型一  导数定义的正确理解及其应用求极限 

例 1  设函数 )(xf 在 x a= 的某领域内有定义，则 )(xf 在 x a= 处可导的一个充分条件

是（    ） 

（A）
1

lim ( ) ( )
h

h f a f a
h→+

 
+ − 

 
存在 .   

（B）
0

( 2 ) ( )
lim
h

f a h f a h

h→

+ − +
存在 . 

（C）
0

( ) ( )
lim

2h

f a h f a h

h→

+ − −
存在 .    

（D）
0

( ) ( )
lim
h

f a f a h

h→

− −
存在 . 

 

 

例 2  设 )(xf 在 0x = 处可导，且 0)0( =f ，则
2 3

30

( ) 2 ( )
lim
x

x f x f x

x→

−
= （     ）. 

（A） 2 (0)f −        （B） (0)f −   

（C） (0)f          （D） 0  

 

 

 

例 3 设曲线 ( )y f x= 与 2y x x= − 在点（1，0）处有公共切线，则 lim ( )
2n

n
nf

n→
=

+
        . 
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例 4  设 ],[)( baxf 在 上连续，则 
x

a
ttf d)( 在 ],[ ba 上可导，且 

).()d)(( xfttf
x

a
=         

 

 

 

 

 

 

重点题型三  导数的计算 

1. 复合函数求导： 略 

2. 隐函数的导数： 略 

3．反函数的导数： 略 

4．参数方程求导法（数一、二）：略 

5．对数求导法：  略 

6. 高阶导数： 

常用方法： 

1）代公式（直接或间接）； 

2）求一阶 y、二阶 y  ， y归纳n 阶导数
)(ny ； 

3）利用泰勒级数（求某一点的高阶导数）； 

n

n

n

xx
n

xf
xf )(

!

)(
)( 0

0

0

)(

−=


=

 

常用公式： 

1） ( ) );
2

sin(sin 
)( 

+= nxx
n

 

2） );
2

cos()(cos )( 
+= nxx n

 

3） .)( )(

0

)()( kn
n

k

kk

n

n vuCuv −

=
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7.变限积分的求导问题（重中之重，后面讲）. 

例 5  已知 2arctan)(,
23

23
xxf

x

x
fy =









+

−
= ,则 =

=0xdx

dy
          . 

解  

0

2

0 )23(

12

23

23

==









+









+

−
=

xx xx

x
f

dx

dy
 

           = 
4

3
1arctan33)1( ==−f  

例 6 设 xxy sin2 )1( += ,求 y . 

解  
2sin ln(1 )x xy e +=  










+
+++=

2

2sin2

1

sin2
)1ln(cos)1(

x

xx
xxxy x

 

例 7 设 3
2)1(

)2)(1(

xx

xx
y

+

++
= ，求 .y   

解  )]1ln(ln2ln1[ln
3

1
ln 2xxxxy +−−+++=  










+
−−

+
+

+
=


21

21

2

1

1

1

3

1

x

x

xxxy

y
.  










+
−−

+
+

++

++
=

2

3

2 1

21

2

1

1

1

)1(

)2)(1(

3

1

x

x

xxxxx

xx
y  

例 8 设函数 )(xyy = 由 1=− yxey 所确定,试求
2

2

0x

d y

dx
=

 .         

解  由 1=− yxey 知 

0=−− yy eyxey        ① 

令 0=x ，由原方程知此时 1=y . 

将 0=x ， 1=y 代入上式得 ey = )0( . 

① 式两端对 x 求导得. 

0)( =−−− yyy eyxeyeyy  关
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将 0=x ， 1=y ， ey = )0( 代入上式得   
22)0( ey =    

例 9 设函数 )(xyy = 由 ( ) 1ye x y x x− + − = + 所确定,试求
2

2

0x

d y

dx
=

 . 

 

 

 

 

 

例 10 设函数
1

( ) 1
x

tf x e dt
−

= − ，求
1( ) (0)f −  . 

 

 

 

 

例 11 求函数 2( ) ln(1 )f x x x= + 在 0=x 处的n 阶导数 (2019) (0)f .      

 

 

 

例 12  
2

0
in( )

xd
s x t dt

dx
− =            . 

 

 

 

例 13 ( )f x 连续，则
2 2

0
( )

xd
tf x t dt

dx
− =  （      ）. 

   A  
2( )xf x      B 

2( )xf x−       C  
22 ( )xf x      D 

22 ( )xf x−  
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例 14  0

30
lim

x
t

x

x te dt

x
+→

−
. 

 

 

 

 

 

 

 

第三讲   微分中值定理及其导数的应用 

 重点题型一  利用微分中值定理的等式证明 

一、微分中值定理（3 个）及其推广（2 个：导数零点和介值定理的证明）. 

二、 利用罗尔定理 

（1）单纯证 ( ) ( ) 0nf  = ，一般 1,2n =  

例 1 设 ( )f x 在 0,3 上连续，( )0,3 上可导，且 ( ) ( ) ( )0 1 2 3f f f+ + = ， ( )3 1f = ，

求证存在 ( )0,3  ，使 ( ) 0f  = . 

 

 

 

 

 

（2）只含一点 ( , )a b  ，且等式中所含抽象函数往往相差一阶（若相差两阶通过加一

个减一个进行分组） 
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例 2 设 )(xf 在[0,  ]
2


上连续,在 (0,  )

2


内可导，且 ( ) 0

2
f


= . 

求证: (0,  )
2


  ，使 ( ) 2cot ( ).f f   = −  

 

 

 

 

 

例 3 设 )(xf 在 ]1,0[ 上连续,在（0,1）内可导,且 1
2

1
,0)1()0( =








== fff . 

试证 1） 存在 







 1,

2

1
 ,使  =)(f . 

2） 对任意实数，存在 ),0(   ,使 1])([)( =−−  ff . 

 

 

 

 

 

三．利用拉格朗日中值定理和柯西中值定理 

证明存在两个点 ),(, ba . 

例 4  设 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内可导，且 1)1(,0)0( == ff . 

证明：1） 存在 )1,0( ，使得  −=1)(f . 

      2） 存在两个不同的点 )1,0(,  ,使得 1)()( =  ff . 
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重点题型二  单调区间、凹凸区间、极值与拐点问题 

例 5 已知 ( )y y x= 由方程 3 3 3 3 2 0x y x y+ − + − = 确定，求 ( )y x 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6  设函数 ( )f x 在 ( ),− + 内连续，其中导数 ( )f x 的图形如图所示（现场手写），

则函数 ( )y f x= 的极值与拐点的个数为（     ） 

 

 

 

 

 

重点题型三  求渐近线 

例 7 曲线
1

ln(1 )xy e
x

= + + 的渐近线的条数为           . 
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重点题型四  方程的根 

 1.存在性： 

 方法 1：零点定理； 

 2.根的个数： 

 方法 1：单调性； 

 方法 2：罗尔定理推论；  

 罗尔定理推论：若在区间 I 上 ( ) ( ) 0nf x  ，则方程 ( ) 0f x = 在 I 上最多n 个实根. 

 方法 3：罗尔定理  证函数至少有n个根，不妨证函数的原函数至少有 1n+ 个根. 

例 8 已知函数
21

2

1
( ) 1 1

x

x
f x t dt tdt= + + +  ，求 ( )f x 零点的个数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9 求方程 arctan 0k x x− = 不同实根的个数，其中 k 为参数. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 关
注

微
信

公
众

号
【

考
研

成
长

笔
记

】

    
    

   点
滴

记
录

，
用

心
成

长



   2019 考研数学高等数学重难点题型辅导讲义 

13 

重点题型五  不等式证明 

证明不等式常用的四种方法： 

1）单调性+最大最小值；       2）拉格朗日中值定理；      

3） 凹凸性；                  4）泰勒公式（了解，略）. 

例 10 证明
21

ln cos 1 ( 1 1)
1 2

x x
x x x

x

+
+  + −  

−
． 

 

 

 

 

 

例 11  设 2e a b e   ，证明 ( )2 2

2

4
ln lnb a b a

e
−  − ． 

 

 

  

  

例 12  设 ( )f x 在 ,a b 上连续，且 ( )f x 单增，证明： 

               ( ) ( ) 2 ( )
b b

a a
a b f x dx xf x dx+    
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第四讲  不定积分 

2．基本积分公式 

⑴ kdx kx C= + （ k 是常数）,    ⑵ ( )
1

1
1

x
x dx C


 



+

= +  −
+ , 

⑶ ln
dx

x C
x
= + ,                       ⑷

2
arctan

1

dx
x C

x
= +

+
, 

⑸
2

arcsin
1

dx
x C

x
= +

−
 , ⑹ cos sinxdx x C= + , 

⑺ sin cosxdx x C= − + ,     ⑻
2

2
sec tan

cos

dx
xdx x C

x
= = +  , 

⑼
2

2
csc cot

sin

dx
xdx x C

x
= = − +  ,  ⑽ sec tan secx xdx x C= + , 

⑾ csc cot cscx xdx x C= − +     ⑿
x xe dx e C= + , 

⒀
ln

x
x a

a dx C
a

= + .  

（以下为补充的几个需要大家务必熟记的积分公式）： 

（14）   ++=


Caxx
ax

x
||ln

d 22

22
 

（15） .|tansec|lndsec ++= Cxxxx      

（16）  csc d ln | csc cot | .x x x x C= − +  

重点题型  不定积分的计算 

例 1 

2

2

arcsin
d

1

x x
x

x−
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例 2 （1）
2

2 1
d

2 3

x
x

x x

+

− −  

 

（2）
2

2 1
d

2 1

x
x

x x

+

− +  

 

 

（3）
2

2 1
d

2 3

x
x

x x

+

− +  

 

 

例 3  
1

ln(1 )d
x

x
x

+
+  

 

 

 

 

例 4 
2 2

1

2sin cos
dx

x x+   
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第五讲  定积分及其应用 

重点题型一  定积分的计算 

例 1 

2
1

21

2 sin

1 1

x x
I dx

x−

+
=

+ −
  

 

 

例 2  
2 42

0
sin cos  I x xdx



=                                   

 

 

 

例 3  
5

0
sin  I xdx



=   

 

 

 

例 4 
0 0

(sin ) (sin )
2

xf x dx f x dx
 

=  ，并计算
20

sin

1 cos

x x
dx

x



+ . 

 

 

 

例 5  已知 dt
t

t
xf

x

 −
=

0

sin
)(


，计算 



0
)( dxxf . 
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重点题型二  反常积分的计算 

例 6 判断下列反常积分的敛散性 

（1） 

0 1

2

1
xe dx

x
−

        （2） 

1

2

0

1
xe dx

x

+

  

 

 

 

 

重点题型三  定积分的应用 

例 7 求 1

2
:

2
l r a= 外，

2 2

2 : cos 2l r a = 内与 x 轴在第一象限所围成的面积. 

 

 

 

 

例 8  求圆域 2 2 2( ) ( 0)x y b a b a+ −    绕 x 轴旋转一周的体积. 

 

 

 

 

 

 

 

关
注

微
信

公
众

号
【

考
研

成
长

笔
记

】

    
    

   点
滴

记
录

，
用

心
成

长



   2019 考研数学高等数学重难点题型辅导讲义 

18 

例 9（数一、二） 设星形线




=

=

tay

tax
3

3

sin

cos
  求: 

1）它所用的面积； 

2）它的周长； 

3）它绕 x 轴旋转而成旋转体的体积和表面积（数一、二）. 

解：1）面积:  

 −==
0

2

23

0
d)cossin3(sin4d4  tttataxyA

a

 

 =−= 2

0

2
642

8

3
d)sin(sin12


a

ttta  

2）弧长： atttatyxL 6dcossin34d4 2

0

2

0

22 ==+= 


 

3）体积： 
32

0

273

0

2

105

32
d)sin1(sin6d2 atttaxyV

a

x 


=−==   

旋转体表面积   

22

0

422

0

22

5

12
dcossin12d22 atttatyxyS 



==+=   
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第六讲  多元函数微分学 

1. 二元函数的定义 

设 D 是 2R 的一个非空子集 ,称映射 :f D R→ 为定义在 D 上的二元函数 ,通常记为

( , ), ( , ) ( ),z f x y x y D z f P P D=  = 或 .其中点集 D称为该函数的定义域, ,x y 称为自变

量, z 称为因变量. 

2．重极限    Ayxf

yy

xx
=

→

→
),(lim

0

0

      ),(),( 00 yxyx → 是以“任意方式” 

注意证明重极限不存在常用方法: 

沿两种不同路径极限不同（通常可取过点 ),( 00 yx 的直线） 

3.连续   ),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy

xx
=

→

→
  

4.偏导数  

1）定义: 
0

0 0 0 0
0 0 0

0

( , ) ( , )
( , ) lim ( , )x x x

x

f x x y f x y d
f x y f x y

x dx
=

 →

+  −
 = =


 

0

0 0 0 0
0 0 0

0

( , ) ( , )
( , ) lim ( , )y y y

y

f x y y f x y d
f x y f x y

y dy
=

 →

+  −
 = =


 

5.全微分 

1） 定义:若 )(),(),( 0000 oyBxAyxfyyxxfz ++=−++=  

2） 判定: 

（1） 必要条件: a） 0 0( , )xf x y 与 0 0( , )yf x y 都存在; b）在 ),( 00 yx 处连续. 

（2） 充分条件: ( , )xf x y 和 ( , )yf x y 在 ),( 00 yx 连续.  

（3） 用定义判定: 

a） 0 0( , )xf x y 与 0 0( , )yf x y 是否都存在? 关
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b） 
0 0 0, 0

2 20
0

[ ( , ) ( ) ]
lim

( ) ( )

x y

x
y

z f x y x f x y y

x y →
 →

  −  + 

 + 
是否为零? 

3） 计算: 若 ),( yxf 可微,则 dy
y

f
dx

x

f
dz




+




= . 

6.连续、可导、可微的关系 

 

一元函数                               多元函数 

另外：连续可以推出极限存在，极限存在可以推出局部有界 

两个二阶混合偏导存在且连续，推出两者相等 

7.偏导数与全微分的计算 

1）复合函数求导法 

设 ),(),,( yxvvyxuu == 可导, ),( vufz = 在相应点有连续一阶偏导数,则 

x

v

v

f

x

u

u

f

x

z








+








=




 

y

v

v

f

y

u

u

f

y

z








+








=




 

2）隐函数求导法 

（1） 由一个方程所确定的隐函数 

设 ),,( zyxF 有连续一阶偏导数, 0, ( , )zF z z x y  = 由 0),,( =zyxF 所确定. 

方法: 

公式法、等式两边同时求偏导法、利用微分形式不变性 

 

z 

u v 

x    y   x    y 
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8.极值与最值 

1）无条件极值. 

（1）定义:  极大： );,(),( 00 yxfyxf    极小： );,(),( 00 yxfyxf   

（2）极值的必要条件   0),(,0),( 0000 == yxfyxf yx ；   

 极值点          驻点 

 （3）极值的充分条件 

设 0 0( , ) 0,xf x y = 且 0 0( , ) 0yf x y = （注意偏导不存在的点用定义）. 

（1）当 02 − BAC 时,有极值








.0

;0

极大值

极小值

A

A
 

（2）当 02 − BAC 时,无极值. 

（3）当 02 =− BAC 时,失效（一般用定义判定）. 

2）条件极值（往往是求条件最值） 

方法一：条件可直接解出代入目标函数化成一元函数 

方法二：条件可写成参数方程带入目标函数转化成一元函数 

方法三：拉格朗日乘数法  

（1） 函数 ),( yxf 在条件 ),( yx =0 条件下的极值. 

令 ( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y x y = +  

（2） 函数 ),,( zyxf 在条件 0),,(,0),,( == zyxzyx  条件下的条件极值. 

令 ( , , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )L x y z f x y z x y z x y z   = + + . 

3）最大最小值 

求连续函数 ),( yxf 在有界闭域D上的最大最小值三部曲. 

（1） 求 ),( yxf 在 D内部可能的极值点. 
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（2） 求 ),( yxf 在 D的边界上的可能极值点（条件极值）. 

（3） PK 所有的函数值. 

重点题型一 多元函数偏导数与全微分的计算 

例 1 设 ),( r 为极坐标, ),( ruu = 具有二阶连续偏导数,并满足 0






u
,将 

2

2

x

u




+

2

2

u

y




变

换成 ( )u u r= 的导数。                          

解  由 0=






u
知，u 仅为 r 的函数，令 )(ru = ，其中

22 yxr += ，则 

r

x
r

yx

x
r

x

u
)()(

22
 =

+
=



 ， 

)
1

)(()()()(
3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

r

x

r
r

r

x
r

r

r

x
r

r
r

x
r

x

u
−+=

−
+=




 . 

由对称性知  )
1

)(()(
3

2

2

2

2

2

r

y

r
r

r

y
r

y

u
−+=




 . 

则   
r

rr
y

u

x

u 1
)()(

2

2

2

2

 +=



+




.  

例 2  设 ( , ( ))z f xy yg x= ,其中 f 有二阶连续偏导数， g 可导且在 1x = 处取极值

(1) 1g = ,求
2

(1,1)

z

x y



 
. 
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例 3  若函数 ( , )z z x y= 由方程 cos 2ze xyz x x+ + + = 确定，则 (0,1)d ____ .z =  

 

 

 

 

 

 

重点题型二  多元函数极值与最值 

例 4  求函数 2 2(2 ) lnz x y y y= + + 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5  求曲线 3 3 1( 0, 0)x xy y x y− + =   上的点到原点的最长距离和最短距离. 
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例 6  一根 2 米长的铁丝，切成三段，一段折成正方形，一段折成圆形，一段折成正三

角形。求这三个图形所围成面积之和的最小值。 

 

 

 

 

 

 

 

例 7（练习）求函数 )4(2 yxyxz −−= 在直线 6=+ yx , x 轴和 y 轴所围成的区域D  

上的最大值和最小值. 

解    )238()4(2 2 yxxyyxyxxy
x

z
−−=−−−=




， 

)24()4( 222 yxxyxyxx
y

z
−−=−−−=




. 

即 




=+

=+

,42

,823

yx

yx
由此可解得 ),( yxz 在 D内唯一驻点 )1,2( ，且 4)1,2( =z . 

在 D的边界 0=y ， 60  x 或 0=x ， 60  y 上， 0),( =yxz .  

在边界 )60(6 =+ xyx 上，  )60)(6(2),( 23 −= xxxyxz . 

令  )6(2)( 23 xxx −= ， 60  x ， 则 xxx 246)( 2 −= . 令  0)( = x  

得  4=x . 计 算 0)6(.64)4(,0)0( =−==  . 则 ),( yxz 在 边 界

)60(6 =+ xyx 上的最大值为0 ，最小值为 64− . 综上 ),( yxz 在区域 D上最大值为 4，

最小值为 64− . 
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第七讲 多元函数的积分学 

       重点题型一  累次积分交换次序及与坐标系的转化 

例 1  计算

2

21 1

0
d ( )d

x
y

y

e
y e x

x
−                   

 

 

例 2 设 )(xf 为连续函数， =
t

y

t

dxxfdytF )()(
1

，则 )2(F  等于（    ） 

 A） )2(2 f    B） )2(f    C） )2(f−    D）0 

 

 

 

例 3 计算
2 2sin 1 cos 2

D

r r drd  − ,其中 ( , ) 0 sec ,0
4

D r r


  
 

=     
 

 

 

 

 

重点题型二  计算二重积分 

【总结】二重积分的计算步骤： 

第一步：画出 D 的草图 

第二步：观察 D 看能否简化计算（对称奇偶性、轮换性、形心公式） 

第三步：选定坐标系 

第四步：选定积分次序 关
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第五步：计算 

注意：第三步之前还需要考虑被积函数是否为分段函数（特别隐含的分段函数），先用

积分性质：对区域的可加性分块积分. 

例 4  设区域  0,0,4|),( 22 + yxyxyxD , )(xf 为D上正值连续函数, ba, 为常

数,则
( ) ( )

d ( )
( ) ( )D

a f x b f y

f x f y


+
=

+
 . 

A） ab ,   B） 
2

ab
,   C） )( ba + ,   D） 

2

ba +
. 

 

 

 

 

例 5 计算
2 2 1 d

D

x y + − ,其中  ( , ) 0 1,0 1D x y x y=     .  

 

 

 

 

例 6 计算

2 2

2 2

2 2

1
sin( )

1 1D

x y y
x y dxdy

x y


+ +
+

+ + +


，其中

 2 2( , ) 1, 0D x y x y x= +   . 
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第八讲  常微分方程 

1．一阶方程 

1）可分离变量 )()( ygxfy =  

2）齐次      )(
x

y
fy = ，令 u

x

y
= . 

3）线性      )()( xQyxPy =+  

通解：     






+= 

−

CdxexQey
dxxpdxxp )()(

)(  

 

2．可降阶方程:（数一、二） 

1） )(xfy =  

2） ),( yxfy =  令
dx

dP
yPy == ,  

3） ),( yyfy =  令
dy

dP
PyPy == ,  

 

3．高阶线性方程: 

1） 变系数: )()()( xfyxqyxpy =++  非齐次 

           0)()( =++ yxqyxpy  齐次 

解的结构: 

a）齐次通解 2211 ycyc += ,其中 21, yy 为齐次两线性无关特解 

b）非齐次通解 = 齐次通解 + 非齐次特解 

c）非齐次特解 I — 非齐次特解 II = 齐次特解 

d）叠加原理 关
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2）常系数: 

a）齐次 0y py qy + + =  

特征方程 
2 0r pr q+ + =  

设
1 2,r r 是特征方程两个根 

1）不等实根：
1 2r r ，       1 2

1 2

r x r x
y C e C e= + ； 

2）相等实根：
1 2r r = = ，    1 2( )rxy e C C x= + ； 

3）共轭复根： 1,2r i =  ，   )sincos( 21 xCxCey x  += ； 

（推导需要欧拉公式，大家记住就好，另外欧拉公式可以推和差化积（积化和差）公式） 

b） 非齐次： 

( )y py qy f x + + =  

1 ( ) ( ) ux

nf x P x e=  

令
ux

n

k exQxy )(=
 k 等于u 作为特征方程根的重数. 

 2 ( ) ( ) cos ( )sinx

l mf x e P x x P x x  = +  

令   },max{.sin)(cos)( mlnxxWxxQexy nn

xk =+= 
 

3 上面两种情形的组合：利用叠加原理. 

重点题型一  常微分方程求解 

例 1 求 2( 3 ) 0ydx x y dy+ − = 的通解 
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例 2  方程 xxyy sin12 ++=+ 的特解形式可设为                 

A） xAcbxax sin2 +++              B） xBcbxax cos2 +++  

C） xBxAcbxax cossin2 ++++      D） )cossin(2 xBxAxcbxax ++++  

 

 

 

重点题型二  综合题 

例 3  设 )(xf 连续,且满足
0

( )
x

f x t dt− =
0

( ) ( ) 1
x

xx t f t dt e−− + − ,求 )(xf . 

 

 

 

 

 

例 4  设 f 二阶连续可导， ( cos )xz f e y= 满足
2 2

2

2 2
(4 cos ) ,x xz z

z e y e
x y

 
+ = +

 
若

(0) 0, (0) 0f f = = ，求 ( )f u 的表达式. 
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重点题型三  应用题 

例 5  设函数 )(xf 在定义域 I 上的导数大于零，若对任意的 0x I ，曲线 ( )=y f x 在

点 ( )( )0 0,x f x 处的切线与直线 0x x= 及 x 轴所围成区域的面积恒为 4，且 ( )0 2f = ，求

)(xf 的表达式. 

 

 

 

 

 

 

 

例 6 （数一、二） 已知高温物体置于低温介质中，任一时刻该物体温度对时间的变化率

与该时刻物体和介质的温差成正比，现将一初始温度为120 C 的物体在20 C 的恒温介质中

冷却，30min 后该物体降至30 C ，若要将该物体的温度继续降至21 C ，还需冷却多长时

间？ 

解  设 t 时刻物体温度为 ( )x t ，比例常数为 ( 0)k  ，介质温度为m ,则 

( )
dx

k x m
dt

= − − ，从而 ( ) ktx t Ce m−= + ， 

(0) 120, 20x m= = ，所以 100C = ，即 ( ) 100 20ktx t e−= +  

又
1

( ) 30,
2

x = 所以 2ln10k = ，所以
1

1
( ) 20

100t
x t

−
= +  

当 21x = 时， t =１，所以还需要冷却３０min. 
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